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Carrera Pedagoǵıa Media en Matemática
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TALLER 1: La Derivada Df (x0).

1. Dada la función f , y el punto x0 en su dominio, se pide calcular su
derivada Df(x0).
(·) f(x) = ex

4
, x0 = 0.

(·) f(x, y) = 3x2 − 5xy5, x0 = (1, 1).
(·) f(x, y) = arctan(y/x), x0 = (2, 3).
(·) f(x, y) = (sin(x+ y), cos(x− y)), x0 = (π, π).
(·) f(x, y) = (sin(x+ y), cos(x+ y), tan(x+ y)), x0 = (−π,−π).
(·) f(x, y, z) = (ln(xy)/z,

√
3x− 2y + z), x0 = (−2,−3, 4).

(·) f(x, y, z) = (ln(xy)/z,
√

3x− 2y + z, xyz), x0 = (−2,−3,−4).
(·) f(x, y, z, u) = (x+y+z+u, x−y+z+u, x+y−z+u, x+y+z−u),
x0 = (−2,−3,−4,−5).

2. Para cada una de las funciones dadas en el item 1. se pide calcular su
diferencial en el punto dado, esto es, df(x0) = Df(x0) · h. Además, se
pide interpretar el significado del diferencial df en cada caso.

3. En el item 1., cuando corresponda, calcule la matriz inversa D−1f(x0).

4. Considere la función f(x, y) =
√
|xy|.

(i) Muestre utilizando la definición de derivada parcial que fx(0, 0) = 0,
y fy(0, 0) = 0.
(ii) Muestre utilizando la definición de diferenciabilidad que f NO es
diferenciable en (0, 0).
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5. Considere la funcion f definida como

f(x, y) = (x2 + y2) · sin(
1√

x2 + y2
)

si (x, y) 6= (0, 0), y f(0, 0) = 0. Muestre que:
(i) fx(0, 0) = 0 y fy(0, 0) = 0.
(ii) las funciones fx y fy NO son continuas en (0, 0),
(iii) f es diferenciable en (0, 0).

6. Se pide determinar la ecuacion del plano tangente

z − z0 = fx(x0, y0) · (x− x0) + fy(x0, y0) · (y − y0),

z0 = f(x0, y0) a la superficie z = f(x, y) = x2 − y2 en los puntos:
(i) (x0, y0) = (0, 0),
(ii) (x0, y0) = (1, 1),
(iii) (x0, y0) = (−2, 3).
Además, en cada caso se solicita calcular el vector normal al plano

n =< fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1 > .

7. Demuestre que la función u(x, y, z) = 1/
√
x2 + y2 + z2 satisface la

ecuación de Laplace uxx + uyy + uzz = 0.

8. La ley de los gases ideales está dada por: P · V = n · R · T , en donde
R es una constante, n es el número de moles del gas, V es el volumen
que ocupa, T la temperatura del gas en grados Kelvin, y P su presión.
Demuestre que

∂V

∂T
· ∂T
∂P
· ∂P
∂V

= −1.

9. Demuestre que la función de producción de Cobb-Douglas P = b·Lα·Kβ

satisface la ecuación diferencial parcial

L · ∂P
∂L

+K · ∂P
∂K

= (α + β) · P,

siendo b, α y β constantes.

10. La enerǵıa cinética de un cuerpo de masa m y velocidad v está dada
por K = 1

2
·m · v2. Demuestre que

∂K

∂m
· ∂

2K

∂v2
= K.
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TALLER 2: La Regla de la Cadena.

1. Demuestre que si la función f satisface: fxx + fyy = 0, entonces la
función g(x, y) = f( x

x2+y2
, y
x2+y2

), también satisface gxx + gyy = 0, para

(x, y) 6= (0, 0).

2. Demostrar que la función z = 1
y
· f(x− y) cumple z + yzx + yzy = 0.

3. Demostrar que la función z = f(x+y
x−y ) cumple xzx + yzy = 0.

4. Demostrar que la función u = xyf(x+y
xy

) cumple x2ux−y2uy = G(x, y)u,
en donde G es una funcion adecuada que usted debe determinar para
que la igualdad sea cierta.

5. Considere las funciones f(x, y) = x2 + y, y h(u) = (sin 3u, cos 8u).
Sea g(u) = f(h(u)). Se pide calcular g′(0) derivando directamente, y
usando el teorema de la regla de la cadena.

6. Considere las funciones z = u2+v2

u2−v2 , u = ex−y, v = exy. Se pide calcular
zx, y zy, derivando directamente, y usando el teorema de la regla de la
cadena.

7. Usar la regla de la cadena para hallar una fórmula para d
dt

exp(f(t)g(t)),
con exp(w) = ew.

8. Usar la regla de la cadena para hallar una fórmula para d
dt
f(t)g(t).

9. Considere la función f(x, y, z) = 1
1+y2

ln(1 + x2 + 2z2) definida sobre la

curva σ(t) = (t, 1− t2, cos t). Se pide aplicar el teorema de la regla de
la cadena para calcular g′(t), si g(t) = f(σ(t)).

10. La temperatura potencial θ está definida en términos de la temper-
atura T y la presión p mediante θ = T (1000

p
)0.286. La temperatura T

y la presión p son funciones de las variables espacio tiempo (x, y, z, t).
Se pide determinar fórmulas para θx, θy, θz, y θt, en términos de las
derivadas parciales de T y p. Además, se pide establecer condiciones
bajo las cuales θz < 0, esto es, de atmósfera inestable, asumiendo válida
la fórmula utilizada en meteoroloǵıa θz = θ

T
(Tz+

g
Cp

), en donde g = 32.2

y Cp es una constante positiva. Espećıficamente, ¿cómo cambia la tem-
peratura hacia arriba en una atmósfera inestable?.
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TALLER 3: La Derivada Direccional.

1. Calcule la derivada direccional Dn̂f(x0) en la dirección d si:
(a) f(x, y, z) = ex cos(yz), x0 =< 0, 0, 0 >, d =< 2, 1,−2 >,
(b) f(x, y, z) = xy + yz + zx, x0 =< 1, 1, 2 >, d =< 10,−1, 2 >.

2. ¿En qué dirección es igual a cero la derivada direccional de la función
f(x, y) = x2−y2

x2+y2
en (1, 1)?.

3. Un insecto se halla en medio de un ambiente tóxico, en donde la con-
centración de toxicidad está dada por C(x, y) = 2x2 − 4y2. El insecto
se ubica en (−1, 2). ¿En qué dirección deberá moverse para que la
concentración disminuya lo más rápido posible?.

4. Suponer que una montaña tiene forma de paraboloide eĺıptico z =
c − ax2 − by2, donde a, b, c son constantes positivas, x e y son las
coordenadas este-oeste y norte-sur, y z es la altitud sobre el nivel del
mar (todas medidas en metros). En el punto (1, 1), ¿en qué dirección
está aumentando más rápido la altitud?. Si se suelta una canica en
(1, 1), ¿en qué dirección comenzará a rodar?.

5. Un ingeniero debe construir un ferrocarril que suba la montaña del
ejercicio anterior. Un ascenso directo es demasiada exigencia para las
máquinas. A partir del punto (1, 1), ¿en qué direcciones se puede colo-
car la v́ıa de modo que suba un 3%, esto es, un ángulo cuya tangente
sea 0.03? (Note que existen dos alternativas).

6. Una part́ıcula se lanza desde la superficie x2 +y2−z2 = −1 en el punto
(1, 1,

√
3) en una dirección normal a la superficie en el tiempo t = 0

con una rapidez de 10 unidades por segundo. Calcular cuándo y dónde
cruzará el plano xy.

7. En electrostática la ley de Coulomb establece que la fuerza P de atracción
entre dos part́ıculas de carga opuesta está dada por P = k r

||r||3 , en donde
k es una constante, y r es el vector posición dado por r =< x, y, z >.
Muestre que P es el gradiente de la funcion f dada por f = − k

||r|| .
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8. La altura h del volcán hawaiano Mauna Loa se describe mediante la
función h(x, y) = 2.59− 0.00024y2− 0.00065x2, en donde h es la altura
sobre el nivel del mar, x es la ubicación este-oeste, e y es la ubicación
norte-sur, a partir de la cima de la montaña. Todas en millas. En
(x, y) = (−2,−4):
(a) ¿Con qué rapidez se incrementa la altura h en la dirección noreste,
esto es, (1, 1)?,
(b) ¿En qué dirección la trayectoria hacia arriba es más empinada?.

9. El capitán Ralph tiene dificultades cerca del lado soleado de Mercu-
rio. La temperatura del casco de la nave, cuando él está en la posición
(x, y, z) estará dada por T (x, y, z) = e−x

2−2y2−3z2 , con x, y, z, medidos
en metros. Actualmente él está en (1, 1, 1).
(a) ¿En qué dirección deberá avanzar para disminuir más rápido la
temperatura?,
(b) Si la nave viaja a e8 metros por segundo, ¿con qué rapidez decrecerá
la temperatura si avanza en esa dirección?,
(c) Desafortunadamente, el metal del casco se cuarteará si se enfŕıa
a una tasa mayor que

√
14e2 grados por segundo. Describir el con-

junto de las direcciones posibles en las que puede avanzar para bajar
la temperatura a una tasa no mayor que esa.

Los ejercicios provienen del texto Cálculo Vectorial de Marden y Tromba,
3ra. ed., 1991.
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DEPTO. DE CIENCIAS MATEMÁTICAS Y FÍSICAS
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PRUEBA 1

1. Considere la funcion f(x, y) =
√
|xy|. (i) Muestre utilizando la definición

de derivada parcial que fx(0, 0) = 0, y fy(0, 0) = 0. (ii) Muestre uti-
lizando la definición de diferenciabilidad que f NO es diferenciable en
(0, 0).

2. La ley de los gases ideales está dada por: P · V = n · R · T , en donde
R es una constante, n es el número de moles del gas, V es el volumen
que ocupa, T la temperatura del gas en grados Kelvin, y P su presión.
Demuestre que

∂V

∂T
· ∂T
∂P
· ∂P
∂V

= −1.

3. Demostrar que la función z = 1
y
· f(x− y) cumple z + yzx + yzy = 0.

4. La altura h del volcán hawaiano Mauna Loa se describe mediante la
función h(x, y) = 2.59− 0.00024y2− 0.00065x2, en donde h es la altura
sobre el nivel del mar, x es la ubicación este-oeste, e y es la ubicación
norte-sur, a partir de la cima de la montaña. Todas en millas. En
(x, y) = (−2,−4): (i) ¿Con qué rapidez se incrementa la altura h en la
dirección noreste, esto es, (1, 1)?, (ii) ¿En qué dirección la trayectoria
hacia arriba es más empinada?.

6



TALLER 4: Óptimos Locales y Globales.

1. Para cada una de las funciones dadas se pide determinar la derivada
Df , la matriz hessiana D2f , y el hessiano Hf(x)(h). Luego calcule
los puntos cŕıticos, e identifique cuáles son mı́nimos locales, máximos
locales, puntos silla, u otros:
(a) f(x, y) = x2 − y2 + xy,
(b) f(x, y) = e1+x

2−y2 ,
(c) f(x, y) = y + x sin(y),
(d) f(x, y) = ex cos(y),
(e) f(x, y) = log(2 + sin(xy)),
(f) f(x, y) = 3x2 + 2xy + 2x+ y2 + y + 4,
(g) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + xy.

2. Ejecutar una estudio de óptimos locales para la función f(x, y) = Ax2+
E, siendo A y E constantes.

3. Determinar el punto sobre el plano 2x − y + 2z = 20 que se encuen-
tra más cercano al origen. También calcule la distancia mı́nima en śı
misma. Repita considerando el punto (1, 1, 1) en vez del origen.

4. Mostrar que la caja rectangular de volumen dado tiene superficie mı́nima
cuando la caja es un cubo.

5. Mostrar que el paraleleṕıpedo rectangular con área superficial fija y
volumen máximo es un cubo.

6. Escribir el número 120 como suma de tres números, de modo que la
suma de los productos tomados de dos en dos sea máxima.

7. Ejecutar una estudio de óptimos locales para la función f(x, y) = (x2 +
y2)4 sobre el disco unitario x2 + y2 ≤ 1.

8. Ejecutar una estudio de óptimos locales para la función f(x, y) = x2 +
y2 + xy sobre el disco unitario x2 + y2 ≤ 1.

9. Hallar los valores máximo y mı́nimo absoluto para f(x, y) = sin(x) +
cos(y) en el rectángulo R = [0, 2π]× [0, 2π].

10. Hallar los valores máximo y mı́nimo absoluto para f(x, y) = xy en el
rectángulo R = [−1, 1]× [−1, 1].
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11. Para cada una de las siguientes funciones f hallar sus extremos sujetos
a la restricción R:
(a) f(x, y, z) = x− y + z, R: x2 + y2 + z2 = 2,
(b) f(x, y) = x− y, R: x2 − y2 = 2,
(c) f(x, y, z) = x+ y + z, R: x2 − y2 = 1, 2x+ z = 1.

12. Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar los va-
lores máximo y mı́nimo absolutos de f(x, y) = x2 + y2 − x − y + 1 en
el disco unitario.

13. Una caja rectangular sin tapa, debe tener un área de superficie de
16[m2]. Hallar las dimensiones que maximicen su volumen.

14. Un canal de riego tiene lados y fondo de concreto con sección transversal
trapezoidal de área A = y(x+y tan θ) y peŕımetro húmedo P = x+ 2y

cos θ
,

donde x denota el ancho del fondo, y la profundidad del agua, y θ la
inclinación lateral, medida a partir de la vertical. El mejor diseño para
una inclinación fija θ se halla minimizando P sujeto a la condición de
que A sean constante. Mostrar que y2 = A cos θ

2−sin θ .

15. Un rayo de luz viaja del punto A al punto B cruzando una frontera entre
dos medios. En el primer medio su velocidad es v1, y en el segundo es
v2. Mostrar que el viaje se realiza en el menor tiempo se cumple la ley
de Snell: sin θ1

sin θ2
= v1

v2
.

16. Un servicio de entrega de paquetes requiere que las dimensiones de
una caja rectangular sea tal que la longitud l más el doble del ancho
w más el doble de la altura h no rebase las 108 pulgadas, esto es,
l + 2w + 2h ≤ 108. ¿Cuál es el volumen de la caja más grande que
podrá enviar la compañ́ıa?.

17. Mı́nimos Cuadrados. Considere una conjunto de n puntos mues-
trales (x1, y1), (x2, y2),...,(xn, yn) los cuales presentan una tendencia
lineal ŷi = mxi + b cuando se grafican en el plano xy. Detemine los
valores de la pendiente m y del intercepto b que minimizan la suma del
cuadrado de los errores ei = yi − ŷi:

F (m, b) =
n∑
i=1

e2i =
n∑
i=1

(yi −mxi − b)2.
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TALLER 5: Sucesiones y Series.

1. Sea k un numero real arbitrario. Considere la función f(x) = (1 + x)k.
Se pide: (i) construir el desarrollo en serie de Taylor de f en torno de
a = 0, (ii) determinar el intervalo de convergencia de la serie anterior
utilizando el criterio de la razón, (iii) demostrar que el residuo de Taylor
Rn(x) converge a cero, si n tiende a +∞, (iv) utilizar los resultados
anteriores para obtener el desarrollo en serie de Taylor en torno de
a = 0 de la función g(x) = 1√

4−x . Ayuda: páginas 741 a 743 del texto

gúıa (Serie Binomial).

2. Considere la función f(x) =
∫

exp(−x2)dx. Se pide: (i) construir su
desarrollo en serie de Taylor, en torno de a = 0, (ii) evalúe la integral

definida
∫ 1

0
exp(−x2)dx de tal manera que no difiera en 10−3 del valor

real. Ayuda: vea página 744 del texto gúıa.

3. Determine la serie de Maclaurin de la función f(x) = sin2(x). Ayuda:
utilice desarrollos conocidos y la identidad sin2(x) = (1− cos(2x))/2.

4. Mediante la serie de Maclaurin para ex calcule e−0.2 con cinco cifras
decimales.

5. Exprese la antiderivada dada como una serie infinita: (i)
∫
x cos(x3)dx,

(ii)
∫

ex−1
x
dx, (iii)

∫
arctan(x2).

6. Calcule la suma de la serie:
(i) 3 + 9

2!
+ 27

3!
+ 81

4!
+ ...,

(ii) 1− ln 2 + (ln 2)2

2!
+ (ln 2)3

3!
+ ...,

(iii)
∑∞

n=0
(−1)nπ2n+1

42n+1(2n+1)!
.
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TALLER 6: Integral Doble sobre Rectángulos.

1. (a) Use una suma de Riemann con m = n = 2 para estimar el valor de∫ ∫
R
xe−xydA, donde R = [0, 2]× [0, 1]. Tome los puntos muestra como

las esquinas superiores derechas. (b) Use la regla del punto medio para
estimar la integral del inciso (a).

2. Sea k un número real arbitrario. Sea f(x, y) = k una función con-
stante definida sobre el rectángulo R = [a, b] × [c, d]. Demuestre que∫ ∫

R
kdA = k(b− a)(d− c).

3. Utilice el resultado del ejercicio anterior para demostrar que

0 ≤
∫ ∫

R

sin πx cosπydA ≤ 1

32
,

siendo R = [0, 1/4]× [1/4, 1/2].

4. Calcule la integral iterada:
(1)

∫ 1

0

∫ 1

0
v(u+ v2)4dudv,

(2)
∫ 3

1

∫ 5

1
ln y
xy
dydx,

(3)
∫ 4

1

∫ 2

1
(x
y

+ y
x
)dydx,

(4)
∫ 2

0

∫ π
0
r sin2 θdθdr.

5. Calcule la integral doble:
(1)

∫∫
R
x sin(x+ y)dA, R = [0, π/6]× [0, π/3],

(2)
∫∫

R
x

1+xy
dA, R = [0, 1]× [0, 1],

(3)
∫∫

R
ye−xydA, R = [0, 2]× [0, 3],

(3)
∫∫

R
1

1+x+y
dA, R = [1, 3]× [1, 2].

6. Calcule el volumen del sólido que está debajo del plano 4x+ 6y− 2z+
15 = 0, y arriba del rectángulo R = [−1, 2]× [−1, 1].

7. Calcule el volumen del sólido que está debajo del paraboloide hiperbólico
z = 3y2 − x2 + 2, y arriba del rectángulo R = [−1, 1]× [1, 2].

8. Calcule el volumen del sólido encerrado por el paraboloide z = 2+x2 +
(y − 2)2, y los planos z = 1, x = 1, x = −1, y = 0, y = 4.

9. Calcule el valor promedio de la función f(x, y) = ey
√
x+ ey sobre el

rectángulo R = [0, 4]× [0, 1].

10. Investigación bibliográfica: ¿En qué sentido los teoremas de Fubini y
Clairaut son similares?.

10



11. Sea f(x, y) una función continua sobre [a, b]×[c, d], y g(x, y) una función
definida como

g(x, y) =

∫ x

a

∫ y

c

f(s, t)dtds,

para (x, y) ∈]a, b[×]c, d[. Demuestre que gxy = gyx = f(x, y).

12. Considere una lámina que ocupa una región rectangular dada por D,
y cuya densidad superficial está dada por ρ(x, y). Se pide calcular la
masa de la lámina:
(a) D = [1, 3]× [1, 4], ρ(x, y) = ky2, k > 0 constante,
(b) D = [0, a]× [0, b], ρ(x, y) = 1 + x2 + y2.

13. La función de densidad de probabilidad conjunta f(x, y) del vector
aleatorio Z = (X, Y ) está dada por f(x, y) = Cx(1 + y), sobre D =
[0, 1]× [0, 2], y f(x, y) = 0 fuera de D. Se pide:
(a) calcular el valor de la constante C de tal modo que

∫∫
R2 fdA = 1,

(b) calcular probabilidad P (X ≤ 1, Y ≤ 1),
(c) calcular probabilidad P (X + Y ≤ 1).
Ayuda: P (Z ∈ U) =

∫∫
U
fdA.

14. El área de la superficie S con ecuación z = f(x, y), con (x, y) ∈ D, está
dada por

A(S) =

∫∫
D

√
f 2
x + f 2

y + 1dA,

con fx, y fy funciones continuas. Se pide aplicar esta fórmula para las
siguientes superficies definidas sobre regiones rectangulares:
(a) z = 2 + 3x+ 4y, D = [0, 5]× [1, 4],
(b) y2 + z2 = 9, vértices (0, 0), (4, 0), (0, 2), (4, 2).
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PRUEBA 2
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1. Se quiere construir una caja cuya área superficial debe ser igual a 1[m2].
Calcule las dimensiones (largo, ancho y alto) que maximizan su volu-
men. Debe resolverlo: (i) sin multiplicador de Lagrange, (ii) con mul-
tiplicador de Lagrange.

2. Se pide: (i) construir el desarrollo en serie de Taylor de la función
cos(x) en torno al origen, (ii) determinar el intervalo de convergencia
de la serie obtenida en el punto anterior, (iii) obtener una aproximación
polinomial de la antiderivada

∫
x cos(x3)dx.

3. Calcule
∫∫

R
1

1+x+y
dA, con R = [2, 5]2.

4. Calcule el volumen delimitado por el rectánguloD = [−1
2
, 1
2
]×[−

√
3
2
,
√
3
2

]
y la superficie x2 + y2 + z2 = 1, con z ≥ 0.
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EVALUACIÓN SUMATIVA
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1. qq

2. qq

3. qq

Debe justificar detalladamente todas sus respuestas.

13



Referencias
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EXAMEN
28/Dic./2016

1. Considere la función f(x) = e−x
2
. Se pide: (i) expresar la antiderivada∫

f(x)dx en términos de un desarrollo en serie de potencias centrado en
el origen, (ii) calcular el radio de convergencia de la serie obtenida, (iii)

utilizar los resultados anteriores para aproximar el valor de
∫ 1

0
f(x)dx.

2. Considere las función g definida como g(x, y) = f(x+y, x−y), en donde
f representa una función arbitraria pero suficientemente diferenciable.
Se pide calcular la derivada Dg(−1, 1) utilizando la versión matricial
de la regla de la cadena.

3. Determine todos los puntos sobre el plano cartesiano en donde la función
f(x, y) = |xy| es: (i) continua, o (ii) diferenciable.
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1. Determine si la función z = ln(ex + ey) es o no una solución de la
ecuación diferencial parcial zxx · zyy − (zxy)

2 = 0.

2. Determine si lim f(x, y), cuando (x, y) tiende a (0, 0), existe o no, para:
(i) f(x, y) = 5x2y/(x2 + y2), y (ii) f(x, y) = y2x/(x2 + y4).

3. Sea f una función tal que f(2, 5) = 6, fx(2, 5) = 1, fy(2, 5) = −1. Se
pide utilizar una aproximación lineal de f para aproximar el valor de
f(2.2; 4.9).

4. Sea z = f(x, y), tal que x = r2 + s2, e y = 2rs. Se pide demostrar que:

zrr = 2zx + 4r2zxx + 8rszxy + 4s2zyy.
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