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TALLER 1: La Derivada D f(x).

1. Dada la funcién f, y el punto zy en su dominio, se pide calcular su
derivada D f(xg).

() f2)=e", z9=0.

() flx,y) = 32% — bay®, o = (1,1).

(1) f(z,y) = arctan(y/x), o = (2,3).

(-) flz,y) = (sin(z +y), COS(x —y)), o = (7, 7).

(1) f(z,y) = (sin(z +y),cos(z + y), tan(z + y)), o = (=7, —7).

() f(x,y,z) (ln(zy)/z V 3r — 2y + Z)a To = (_Qa _3’4)'

() flz,y,2) = (In(zy) /2,32 = 2y + z,2yz2), ©o = (=2, -3, —4).

() f((x,y,z,u) = (x+)y+z+u E—yY+ztu,r+y—z4+u,r+y+z—u),
xo = (—2,—3,—4,-5).

2. Para cada una de las funciones dadas en el item 1. se pide calcular su
diferencial en el punto dado, esto es, df (o) = Df(xg) - h. Ademas, se
pide interpretar el significado del diferencial df en cada caso.

3. En el item 1., cuando corresponda, calcule la matriz inversa D~ f(zg).

4. Considere la funcién f(z,y) = /|zy|.
(i) Muestre utilizando la definicién de derivada parcial que f,(0,0) = 0,

(ii) Muestre utilizando la definicién de diferenciabilidad que f NO es
diferenciable en (0, 0).



5.

10.

Considere la funcion f definida como

2 2 -sin;
flz,y) = (2° +y7) (\/m)

si (x,y) # (0,0), y f(0,0) = 0. Muestre que:

(ii) las funciones f, y f, NO son continuas en (0,0),
(iii) f es diferenciable en (0,0).

Se pide determinar la ecuacion del plano tangente

z—20= fo(wo,90) - ( — 20) + fy(20,%0) - (¥ — Yo),

20 = f(x0,y0) a la superficie z = f(x,y) = 2% — y* en los puntos:

(1) (IOJJO) - (070)7

(11) ('IanO) = (]" 1)7

(iii) (zo,%0) = (—2,3).

Ademas, en cada caso se solicita calcular el vector normal al plano

n =< fx(l'O?yO)’fy(anyO)a -1>.

. Demuestre que la funcién wu(z,y,z) = 1/y/22 + y? + 2% satisface la

ecuacion de Laplace tzg + tyy + U, =

La ley de los gases ideales estd dada por: P-V =n-R-T, en donde
R es una constante, n es el nimero de moles del gas, V' es el volumen
que ocupa, 1" la temperatura del gas en grados Kelvin, y P su presion.

Demuestre que
ov. or o°rP

- = 1.
or 0P 0V
Demuestre que la funcién de produccién de Cobb-Douglas P = b-L®- K"
satisface la ecuacién diferencial parcial
oP oP

siendo b, a y (8 constantes.

La energia cinética de un cuerpo de masa m y velocidad v esta dada
por K = 3 -m-v?. Demuestre que

0K O0’°K

om o2
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TALLER 2: La Regla de la Cadena.

1.

10.

Demuestre que si la funcién f satisface: fy. + fyy, = 0, entonces la
funcién g(z,y) = f(#, #), también satisface g, + g,y = 0, para

(z,y) # (0,0).

. Demostrar que la funcién z = % - f(x — y) cumple z + yz, + yz, = 0.
Demostrar que la funcién z = f (%) cumple zz, +yz, = 0.

Demostrar que la funcién u = 2y f(%5¥) cumple 2%u, —y*u, = G(z,y)u,
en donde G es una funcion adecuada que usted debe determinar para

que la igualdad sea cierta.

Considere las funciones f(z,y) = 22 +y, v h(u) = (sin3u,cos 8u).
Sea g(u) = f(h(u)). Se pide calcular ¢’(0) derivando directamente, y
usando el teorema de la regla de la cadena.

. . 2 2 _ .
Considere las funciones z = Z;:ZQ, u=e"Y v=e" Se pide calcular

2z, ¥ %y, derivando directamente, y usando el teorema de la regla de la
cadena.

Usar la regla de la cadena para hallar una férmula para < exp(f(t)g(t)),

con exp(w) = ev.
Usar la regla de la cadena para hallar una férmula para < f(¢)9(®).

Considere la funcion f(z,y, 2) = 1755 In(1 + 2% +22%) definida sobre la
curva o(t) = (t,1 — t?,cost). Se pide aplicar el teorema de la regla de

la cadena para calcular ¢'(t), si g(t) = f(o(t)).

La temperatura potencial 0 estda definida en términos de la temper-
atura T y la presién p mediante § = T(2222)0286 " [ a temperatura T
y la presién p son funciones de las variables espacio tiempo (z,y, 2, t).
Se pide determinar férmulas para 0,, 0,, 0., y 6;, en términos de las
derivadas parciales de Ty p. Ademds, se pide establecer condiciones
bajo las cuales 0, < 0, esto es, de atmdsfera inestable, asumiendo valida
la férmula utilizada en meteorologia 6, = & (T.+ Cip), en donde g = 32.2
y C, es una constante positiva. Especificamente, ;cémo cambia la tem-
peratura hacia arriba en una atmodsfera inestable?.



TALLER 3: La Derivada Direccional.

1. Calcule la derivada direccional Dj, f(z) en la direccién d si:
(a) f(z,y,2) = €e"cos(yz), xo =< 0,0,0 >, d =< 2,1, -2 >,
(b) f(x,y,2) =2y +yz + zx, 2o =< 1,1,2 >, d =< 10, —1,2 >.

2. (En qué digecgio’n es igual a cero la derivada direccional de la funcién
flz,y) = e en (1,1)7.

3. Un insecto se halla en medio de un ambiente téxico, en donde la con-
centracién de toxicidad estd dada por C(z,y) = 222 — 4y°. El insecto
se ubica en (—1,2). ;En qué direccién deberd moverse para que la
concentracion disminuya lo mas rapido posible?.

4. Suponer que una montana tiene forma de paraboloide eliptico z =
c — ax® — by?, donde a, b, ¢ son constantes positivas, ¥ e y son las
coordenadas este-oeste y norte-sur, y z es la altitud sobre el nivel del
mar (todas medidas en metros). En el punto (1,1), jen qué direccion
estd aumentando més rapido la altitud?. Si se suelta una canica en
(1,1), jen qué direccién comenzara a rodar?.

5. Un ingeniero debe construir un ferrocarril que suba la montana del
ejercicio anterior. Un ascenso directo es demasiada exigencia para las
maquinas. A partir del punto (1,1), jen qué direcciones se puede colo-
car la via de modo que suba un 3%, esto es, un dngulo cuya tangente
sea 0.037 (Note que existen dos alternativas).

6. Una particula se lanza desde la superficie 22 +y? — 22 = —1 en el punto

(1,1,4/3) en una direccién normal a la superficie en el tiempo ¢ = 0
con una rapidez de 10 unidades por segundo. Calcular cudndo y dénde
cruzara el plano xy.

7. En electrostatica la ley de Coulomb establece que la fuerza P de atraccion
entre dos particulas de carga opuesta esta dada por P = kﬁ, en donde

k es una constante, y r es el vector posicion dado por r =< x,y, z >.

Muestre que P es el gradiente de la funcion f dada por f = _H_];II'



8. La altura A del volcan hawaiano Mauna Loa se describe mediante la
funcién h(z,y) = 2.59 —0.00024y* — 0.00065z2, en donde & es la altura
sobre el nivel del mar, z es la ubicacién este-oeste, e y es la ubicacion
norte-sur, a partir de la cima de la montana. Todas en millas. En
(l‘, y) = <_27 _4):

(a) ;Con qué rapidez se incrementa la altura h en la direccién noreste,
esto es, (1,1)7,
(b) ;En qué direccién la trayectoria hacia arriba es mas empinada?.

9. El capitan Ralph tiene dificultades cerca del lado soleado de Mercu-
rio. La temperatura del casco de la nave, cuando él esta en la posicién
(z,y, z) estarda dada por T'(z,y, z) = e ~2v"=32 con 1, y, z, medidos
en metros. Actualmente él estd en (1,1,1).

(a) (En qué direccién deberd avanzar para disminuir més répido la
temperatura?,

(b) Si la nave viaja a €3 metros por segundo, jcon qué rapidez decrecerd
la temperatura si avanza en esa direccion?,

(c) Desafortunadamente, el metal del casco se cuarteard si se enfria
a una tasa mayor que v/14e? grados por segundo. Describir el con-
junto de las direcciones posibles en las que puede avanzar para bajar
la temperatura a una tasa no mayor que esa.

Los ejercicios provienen del texto Calculo Vectorial de Marden y Tromba,
3ra. ed., 1991.
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PRUEBA 1

1. Considere la funcion f(x,y) = y/|zy|. (i) Muestre utilizando la definicién
de derivada parcial que f,;(0,0) =0,y f,(0,0) = 0. (ii) Muestre uti-
lizando la definiciéon de diferenciabilidad que f NO es diferenciable en
(0,0).

2. La ley de los gases ideales estd dada por: P-V =n-R-T, en donde
R es una constante, n es el nimero de moles del gas, V' es el volumen
que ocupa, 1" la temperatura del gas en grados Kelvin, y P su presion.
Demuestre que

ov.or or _ |
or oprP ov

3. Demostrar que la funcion z = % - f(x —y) cumple z + yz, + yz, = 0.

4. La altura h del volcan hawaiano Mauna Loa se describe mediante la
funcién h(z,y) = 2.59 —0.00024y* — 0.00065z2, en donde h es la altura
sobre el nivel del mar, z es la ubicacién este-oeste, e y es la ubicacion
norte-sur, a partir de la cima de la montana. Todas en millas. En
(z,y) = (—2,—4): (i) ;Con qué rapidez se incrementa la altura h en la
direccién noreste, esto es, (1,1)7, (ii) ;En qué direccién la trayectoria
hacia arriba es mas empinada?.



TALLER 4: ()ptimos Locales y Globales.

1.

10.

Para cada una de las funciones dadas se pide determinar la derivada
Df, la matriz hessiana D?f, y el hessiano H f(z)(h). Luego calcule
los puntos criticos, e identifique cudales son minimos locales, maximos
locales, puntos silla, u otros:

() f(z,y) =2* — " + 2y,

b) f(z,y) = e+,
c) f(z,y) =y + xsin(y),
f ((:rr y)) = e” cos(y),

f(z,y) = log(2 + sin(ry)),
flz,y) =32% + 22y + 2x + > +y + 4,
flx,y,2) = 2? +y* + 2% + 2y.

Ejecutar una estudio de 6ptimos locales para la funcién f(z,y) = Az*+
E, siendo A y E constantes.

Determinar el punto sobre el plano 2x — y 4+ 2z = 20 que se encuen-
tra mas cercano al origen. También calcule la distancia minima en si
misma. Repita considerando el punto (1,1, 1) en vez del origen.

Mostrar que la caja rectangular de volumen dado tiene superficie minima
cuando la caja es un cubo.

Mostrar que el paralelepipedo rectangular con area superficial fija y
volumen maximo es un cubo.

Escribir el nimero 120 como suma de tres niimeros, de modo que la
suma de los productos tomados de dos en dos sea méaxima.

Ejecutar una estudio de éptimos locales para la funcién f(x,y) = (2*+
y*)* sobre el disco unitario 2% + y? < 1.

Ejecutar una estudio de éptimos locales para la funcién f(x,y) = 2% +
y? + xy sobre el disco unitario 2% + y? < 1.

Hallar los valores méximo y minimo absoluto para f(z,y) = sin(z) +
cos(y) en el rectangulo R = [0, 27] x [0, 27].

Hallar los valores méaximo y minimo absoluto para f(x,y) = xy en el
rectdngulo R = [—1,1] x [—1,1].



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Para cada una de las siguientes funciones f hallar sus extremos sujetos
a la restriccion R:

(@) flz,y,2) =2 —y+2 Ria? +y? + 22 =2,

(b) f(z,y) =2 —y, R a? —y* =2,

) flz,y,2) =z +y+z Ra>—y*=1,2v+2=1.

Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar los va-
lores méximo y minimo absolutos de f(z,y) = 2> +y* —r —y+ 1 en
el disco unitario.

Una caja rectangular sin tapa, debe tener un area de superficie de
16[m?]. Hallar las dimensiones que maximicen su volumen.

Un canal de riego tiene lados y fondo de concreto con seccion transversal
trapezoidal de drea A = y(z+ytan ) y perimetro humedo P = ZL‘—l—%,
donde z denota el ancho del fondo, y la profundidad del agua, y 6 la
inclinacion lateral, medida a partir de la vertical. El mejor diseno para
una inclinacién fija 6 se halla minimizando P sujeto a la condicion de

que A sean constante. Mostrar que y* = %.

Un rayo de luz viaja del punto A al punto B cruzando una frontera entre
dos medios. En el primer medio su velocidad es vy, y en el segundo es
vo. Mostrar que el viaje se realiza en el menor tiempo se cumple la ley

de Snell: 20 — o
* sinfs vy "

Un servicio de entrega de paquetes requiere que las dimensiones de
una caja rectangular sea tal que la longitud [ mas el doble del ancho
w mas el doble de la altura h no rebase las 108 pulgadas, esto es,
[+ 2w + 2h < 108. ;Cudl es el volumen de la caja mas grande que
podra enviar la compania?.

Minimos Cuadrados. Considere una conjunto de n puntos mues-
trales (x1,y1), (22,%2),.-,(Tn,yn) los cuales presentan una tendencia
lineal y; = mx; + b cuando se grafican en el plano zy. Detemine los
valores de la pendiente m y del intercepto b que minimizan la suma del
cuadrado de los errores ¢; = y; — ¥;:

n

F(m,b) = Ze? = Z(yz —max; — b)2

=1



TALLER 5: Sucesiones y Series.

1.

Sea k un numero real arbitrario. Considere la funcién f(z) = (1+ z)*.
Se pide: (i) construir el desarrollo en serie de Taylor de f en torno de
a = 0, (ii) determinar el intervalo de convergencia de la serie anterior
utilizando el criterio de la razén, (iii) demostrar que el residuo de Taylor
R, (x) converge a cero, si n tiende a +o0, (iv) utilizar los resultados
anteriores para obtener el desarrollo en serie de Taylor en torno de
a = 0 de la funcién g(z) = \/41:. Ayuda: paginas 741 a 743 del texto

guia (Serie Binomial).

Considere la funcién f(z) = [exp(—a?)dz. Se pide: (i) construir su
desarrollo en serie de Taylor en torno de a = 0, (ii) evalde la integral
definida fol exp(—z?)dzr de tal manera que no difiera en 107 del valor
real. Ayuda: vea pagina 744 del texto guia.

Determine la serie de Maclaurin de la funcién f (z) = sin®(x). Ayuda:
utilice desarrollos conocidos y la identidad sin®(x) = (1 — cos(27))/2.

0.2

Mediante la serie de Maclaurin para e* calcule e~ con cinco cifras

decimales.

Exprese la antiderivada dada como una serie infinita: (i) [ 2 cos(z?)dz,
(ii) [ <=Ldx, (iii) [arctan(z?).

Calcule la suma de la serie:
(1) 345+ 5 + 5 + o
(i) 1—In2+ (n2)" (1“2) T

1" 2n+1
(i) Doy m-



TALLER 6: Integral Doble sobre Rectangulos.

1.

10.

(a) Use una suma de Riemann con m = n = 2 para estimar el valor de
J [rxe ™dA, donde R = [0,2] x [0, 1]. Tome los puntos muestra como
las esquinas superiores derechas. (b) Use la regla del punto medio para
estimar la integral del inciso (a).

. Sea k un ndmero real arbitrario. Sea f(z,y) = k una funcién con-

stante definida sobre el rectdngulo R = [a,b] X [c,d]. Demuestre que

[ [ kdA =k(b—a)(d—c).

Utilice el resultado del ejercicio anterior para demostrar que

1
0§//s1n7rmcos7rydA<3—2

siendo R = [0,1/4] x [1/4,1/2].

. Calcule la 1ntegral iterada:

fo fo v(u + v*)*dudv,
) TN liydydfv
) I+ e
(4) fo Jo rsin Qdedr.

Calcule la integral doble:

(1) [[pxsin(z +y)dA, R =[0,7/6] x [0,7/3],
(2) ffR ﬁd"élv R= [07 1] X [Oa 1]a

(3) [[rye *¥dA, R =10,2] x [0,3],

(3) JJg marydA, R=1[1,3] x [1,2].

Calcule el volumen del sélido que estd debajo del plano 4x + 6y — 22 +
15 =0, y arriba del rectangulo R = [—1,2] x [—1,1].

Calcule el volumen del sélido que esta debajo del paraboloide hiperbélico
z = 3y? — 2% + 2, y arriba del rectdngulo R = [—1,1] x [1,2].

Calcule el volumen del sélido encerrado por el paraboloide z = 2+ 22 +
(y—2)2 ylosplanos z =1,z =1, 2=—-1,y =0,y = 4.

. Calcule el valor promedio de la funcién f(z,y) = e¥v/x + e¥ sobre el

rectangulo R = [0, 4] x [0, 1].

Investigacion bibliografica: ;En qué sentido los teoremas de Fubini y
Clairaut son similares?.

10



11.

12.

13.

14.

Sea f(x,y) una funcién continua sobre [a, b] X [c, d], y g(z, y) una funcién

definida como e
o) = [ [ sstpitas

para (z,y) €|a, b[x]c,d[. Demuestre que g, = gy = f(x,y).

Considere una lamina que ocupa una regién rectangular dada por D,
y cuya densidad superficial estd dada por p(z,y). Se pide calcular la
masa de la ldmina:

(a) D =[1,3] x [1,4], p(z,y) = ky?, k > 0 constante,

(b) D =10,a] x [0,0], p(z,y) =1+ 2% + y>.

La funcién de densidad de probabilidad conjunta f(z,y) del vector
aleatorio Z = (X,Y) esta dada por f(x,y) = Cz(1 + y), sobre D =
[0,1] x [0,2], y f(z,y) =0 fuera de D. Se pide:

(a) calcular el valor de la constante C' de tal modo que [[g, fdA =1,
(b) calcular probabilidad P(X < 1,Y < 1),

(¢) calcular probabilidad P(X +Y < 1).

Ayuda: P(Z € U) = [[, fdA.

El drea de la superficie S con ecuacién z = f(x,y), con (z,y) € D, esté

dada por
A(S)://D,/f§+f5+1dA,

con f,, y f, funciones continuas. Se pide aplicar esta féormula para las
siguientes superficies definidas sobre regiones rectangulares:

(a) 2 =2+3z+4y, D =1[0,5] x [1,4],

(b) y? + 22 = 9, vértices (0,0), (4,0), (0,2), (4,2).

11
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1. Se quiere construir una caja cuya drea superficial debe ser igual a 1[m?].
Calcule las dimensiones (largo, ancho y alto) que maximizan su volu-
men. Debe resolverlo: (i) sin multiplicador de Lagrange, (ii) con mul-
tiplicador de Lagrange.

2. Se pide: (i) construir el desarrollo en serie de Taylor de la funcién
cos(z) en torno al origen, (ii) determinar el intervalo de convergencia
de la serie obtenida en el punto anterior, (iii) obtener una aproximacién
polinomial de la antiderivada [ @ cos(a®)dz.

3. Calcule [/, HTlerdA, con R = [2,5)%

4. Calcule el volumen delimitado por el rectdngulo D = [—3, 3] x[—%2, ¥3]

22
y la superficie 2% + y? + 22 = 1, con 2z > 0.

12
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EVALUACION SUMATIVA
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Debe justificar detalladamente todas sus respuestas.
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EXAMEN
28 /Dic./2016

1. Considere la funcién f(z) = e . Se pide: (i) expresar la antiderivada
| f(z)dz en términos de un desarrollo en serie de potencias centrado en
el origen, (ii) calcular el radio de convergencia de la serie obtenida, (iii)
utilizar los resultados anteriores para aproximar el valor de fol f(z)dz.

2. Considere las funcién g definida como g(z,y) = f(z+y, x—y), en donde
f representa una funcion arbitraria pero suficientemente diferenciable.
Se pide calcular la derivada Dg(—1,1) utilizando la versién matricial
de la regla de la cadena.

3. Determine todos los puntos sobre el plano cartesiano en donde la funcién
f(x,y) = |zy| es: (i) continua, o (ii) diferenciable.

15



UNIVERSIDAD CATOLICA DE TEMUCO
FACULTAD DE INGENIERIA ) )
DEPTO. DE CIENCIAS MATEMATICAS Y FISICAS

Carrera Pedagogia Media en Matemaética
Asignatura | Calculo en Varias Variables. PMM 1143.
Profesor Emilio Cariaga Lépez

Periodo 2016-2

EXAMEN (R)
4/Enero/2017

1. Determine si la funcién z = In(e” + €¥) es o no una solucién de la
., . . . 2
ecuacién diferencial parcial z, - 2y, — (24y)° = 0.

2. Determine si lim f(z,y), cuando (z,y) tiende a (0, 0), existe o no, para:
(i) fz,y) =52%y/(a? +y), v (i) fla,y) = y’z/(2° +y*).

3. Sea f una funcién tal que f(2,5) =6, f,(2,5) =1, f,(2,5) = —1. Se
pide utilizar una aproximacion lineal de f para aproximar el valor de

£(2.2;:4.9).

4. Sea z = f(x,y), tal que x = r*>+ 52, e y = 2rs. Se pide demostrar que:

Zer = 225 + 4122, + 8rSzgy + 452zyy.
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